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扩散模型的基本概念

 概率模型的目标
 可处理性（tractability）

 可以对模型进行分析评估，容易拟合数据
 无法恰当地描述数据集的结构
 Eg: 高斯分布、拉普拉斯分布

 灵活性（flexibility）
 适合任意数据中的结构

 Eg: 𝑝𝑝 𝑥𝑥 = 𝜙𝜙(𝑥𝑥)
𝑍𝑍
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扩散模型的基本概念

 改善平衡的方法
 平均场论及其展开式
 变分贝叶斯
 对比散度
 最小概率流
 最小KL收缩
 正确的评分规则
 分数匹配
 伪似然…
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灵活性 可处理性



扩散模型的基本概念

 扩散模型：同时实现灵活性和可处理性
 基本思路

 使用马尔科夫链将一个分布逐步转化成另一个分布
 学习一个反向扩散过程，恢复数据中的结构，生成一个高度灵活且易于处理的

数据生成模型
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扩散模型的基本概念

 正向扩散过程
 将原始复杂分布𝑞𝑞(𝑥𝑥(0))逐步转变成简单分布𝑞𝑞(𝑥𝑥(𝑇𝑇))
 条件概率

 𝑇𝑇𝜋𝜋：马尔可夫扩散核（Markov diffusion kernel）
 高斯分布

 二项式分布

 𝛽𝛽𝑡𝑡：扩散速率
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𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 = Bin 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ;𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡 + 0.5𝛽𝛽𝑡𝑡

𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 = 𝒩𝒩 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ; 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 ,𝛽𝛽𝑡𝑡𝐼𝐼



扩散模型的基本概念

 正向扩散过程
 计算每次扩散后的概率分布

 高斯分布

 二项分布
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𝜋𝜋 𝑥𝑥 𝑇𝑇 = 𝒩𝒩(𝑥𝑥 𝑇𝑇 ;𝟎𝟎, 𝑰𝑰)

𝜋𝜋 𝑥𝑥 𝑇𝑇 = Bin 𝑥𝑥 𝑇𝑇 ; 0.5



扩散模型的基本概念

 正向扩散过程
 高斯分布：证明

 令𝛼𝛼𝑡𝑡 = 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡和 �𝛼𝛼𝑡𝑡 = ∏𝑖𝑖=1
𝑡𝑡 𝛼𝛼𝑡𝑡

 重参数化技巧
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𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 = 𝒩𝒩 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ; 1 − 𝛽𝛽𝑡𝑡𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 ,𝛽𝛽𝑡𝑡𝐼𝐼

𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜖𝜖(𝑡𝑡−1), 𝜖𝜖(𝑡𝑡−1)~𝒩𝒩(0,1)

= 𝛼𝛼𝑡𝑡 𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥 𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝜖𝜖 𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜖𝜖(𝑡𝑡−1)

= 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥 𝑡𝑡−2 + 𝛼𝛼𝑡𝑡 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝜖𝜖 𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝜖𝜖(𝑡𝑡−1)

= 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥 𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 ̅𝜖𝜖 𝑡𝑡−2 , ̅𝜖𝜖 𝑡𝑡−2 混合两个高斯分布



扩散模型的基本概念

 正向扩散过程
 高斯分布证明

 注意：
 正向扩散等价于在原始数据分布中不断加入高斯噪声
 扩散速率𝛽𝛽𝑡𝑡对训练模型的性能非常重要
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𝑥𝑥 𝑡𝑡 = 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1𝑥𝑥 𝑡𝑡−2 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 ̅𝜖𝜖 𝑡𝑡−2

= 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 …𝛼𝛼1𝑥𝑥 0 + 1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡𝛼𝛼𝑡𝑡−1 …𝛼𝛼1 ̅𝜖𝜖 0

= �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥 0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜖𝜖,

𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 0 = 𝒩𝒩 𝑥𝑥 0 ; �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥 0 , (1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡)𝐼𝐼
𝑡𝑡→∞

𝒩𝒩(0, I)



扩散模型的基本概念

 正向扩散过程

 联合概率
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扩散模型的基本概念

 反向扩散过程

 将原始简单分布𝑝𝑝(𝑥𝑥(𝑇𝑇))逐步转变成复杂分布𝑝𝑝(𝑥𝑥(0))
 原始简单分布
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= 𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑇𝑇



扩散模型的基本概念

 反向扩散过程
 如果𝛽𝛽𝑡𝑡足够小，反向条件概率分布𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 的函数形式（分布族

）与正向相同 （Feller,1949）
 高斯分布

 二项分布

 联合概率
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扩散模型的基本概念

 反向扩散过程
 以𝑥𝑥0为条件时，反向条件概率𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥(0) 可控

 结论： 𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥(0) ~𝒩𝒩 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 ; �𝜇𝜇𝑡𝑡, �𝛽𝛽𝑡𝑡𝐼𝐼
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与𝑥𝑥𝑡𝑡−1无关
的全部项



扩散模型的基本概念

 反向扩散过程
 以𝑥𝑥0为条件时，反向条件概率𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥(0) 可控
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扩散模型的基本概念

 反向扩散过程
 以𝑥𝑥0为条件时，反向条件概率𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥(0) 可控
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𝑥𝑥(𝑡𝑡) = �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥 0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜖𝜖𝑡𝑡

=
1
𝛼𝛼𝑡𝑡

𝑥𝑥𝑡𝑡 −
1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝜖𝜖𝑡𝑡



扩散模型的基本概念

 模型概率

 通过对正向轨迹的样本求平均来快速评估
 如果正向和反向的轨迹相同，那么只需要从正向条件概率分布中采一

个样本就能精确计算
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扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化对数似然函数𝐿𝐿

 正向和反向的轨迹相同时，等号成立
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≥ �𝑑𝑑𝑥𝑥 0 𝑞𝑞 𝑥𝑥 0 �𝑑𝑑𝑥𝑥 1…𝑇𝑇 𝑞𝑞 𝑥𝑥 1…𝑇𝑇 𝑥𝑥 0 log𝑝𝑝(𝑥𝑥(𝑇𝑇))�
𝑡𝑡=1

𝑇𝑇 𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1

=

= 𝐸𝐸𝑞𝑞 log
𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥 0…𝑇𝑇

𝑞𝑞 𝑥𝑥 1…𝑇𝑇 𝑥𝑥 0



扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化紧致下界𝐾𝐾
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扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化紧致下界
 去除𝑡𝑡 = 0的影响

 紧致下界
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= ∫𝑑𝑑𝑥𝑥 0 𝑞𝑞 𝑥𝑥 0 log𝜋𝜋 𝑥𝑥 0 − ∫𝑑𝑑𝑥𝑥 1 𝑞𝑞 𝑥𝑥 1 log𝜋𝜋 𝑥𝑥 1 = 𝐻𝐻𝑝𝑝 𝑋𝑋 𝑇𝑇 − 𝐻𝐻𝑝𝑝 𝑋𝑋 𝑇𝑇 =0



扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化紧致下界
 正向扩散过程是一个马尔科夫链
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扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化紧致下界
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�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0…𝑇𝑇 𝑞𝑞 𝑥𝑥 0…𝑇𝑇 log𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 0

= �
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0 𝑑𝑑𝑥𝑥(𝑡𝑡−1)𝑞𝑞 𝑥𝑥 0 , 𝑥𝑥(𝑡𝑡−1) log𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 0

= −�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

𝐻𝐻𝑞𝑞 𝑋𝑋 𝑡𝑡−1 𝑋𝑋 0

�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0…𝑇𝑇 𝑞𝑞 𝑥𝑥 0…𝑇𝑇 log𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 0 = −�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

𝐻𝐻𝑞𝑞 𝑋𝑋 𝑡𝑡 𝑋𝑋 0



扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化紧致下界
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扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化紧致下界
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= �
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑞𝑞 𝑥𝑥(0), 𝑥𝑥(𝑡𝑡−1), 𝑥𝑥(𝑡𝑡) log
𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥(0)

= �
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑞𝑞 𝑥𝑥(0), 𝑥𝑥(𝑡𝑡) −�𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 |𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥 0 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥 0

𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡

= −�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑞𝑞 𝑥𝑥 0 , 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥 0 ∥ 𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡

�
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0…𝑇𝑇 𝑞𝑞 𝑥𝑥(0…𝑇𝑇) log
𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡

𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥(0)



扩散模型的基本概念

 模型训练：最大化紧致下界

 紧致下界𝐾𝐾可以解析地计算

 高斯分布：估计反向传播的均值和协方差矩阵序列
 二项分布：估计反向传播的状态翻转概率序列
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扩散模型的基本概念

 特点：
 模型结构的极端灵活性

 任何光滑的目标分布都存在扩散，因此可以捕捉任意形式的数据分布
 易处理，精确采样

 该模型估计了扩散过程的细微扰动𝑝̂𝑝(𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 |𝑥𝑥(𝑡𝑡))，比用一个单一的不可解析的归
一化函数来估计描述的数据分布更容易处理
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目录
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 Jonathan Ho, et al. Denoising Diffusion Probabilistic Models, NIPS 2020

 Score-based SDE
 Yang Song, et al. Score-Based Generative Modeling through Stochastic Differential 

Equations, ICLR 2021

2025/12/5 Generative Models: Fundamentals and Applications  26



DDPM

 目标函数分解
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𝐻𝐻𝑞𝑞 𝑋𝑋 𝑇𝑇 𝑋𝑋 0 − 𝐻𝐻𝑞𝑞 𝑋𝑋 1 𝑋𝑋 0 − 𝐻𝐻𝑝𝑝 𝑋𝑋 𝑇𝑇

= −𝐸𝐸𝑞𝑞 log𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑇𝑇 𝑥𝑥 0 + 𝐸𝐸𝑞𝑞 log𝑞𝑞 𝑥𝑥 1 𝑥𝑥 0 + 𝐸𝐸𝑞𝑞 log𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑇𝑇

= −𝐸𝐸𝑞𝑞 log
𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑇𝑇 𝑥𝑥 0

𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑇𝑇 + 𝐸𝐸𝑞𝑞 log
𝑝𝑝 𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 1 𝜋𝜋 𝑥𝑥 1

𝜋𝜋 𝑥𝑥 0

= −𝐸𝐸𝑞𝑞𝐷𝐷𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑇𝑇 𝑥𝑥 0 ∥ 𝑝𝑝 𝑥𝑥 𝑇𝑇 + 𝐸𝐸𝑞𝑞 log𝑝𝑝 𝑥𝑥 0 𝑥𝑥 1

�𝑑𝑑𝑥𝑥 0 𝑞𝑞 𝑥𝑥 0 log𝜋𝜋 𝑥𝑥 0 − �𝑑𝑑𝑥𝑥 1 𝑞𝑞 𝑥𝑥 1 log𝜋𝜋 𝑥𝑥 1

= 𝐻𝐻𝑝𝑝 𝑋𝑋 𝑇𝑇 − 𝐻𝐻𝑝𝑝 𝑋𝑋 𝑇𝑇 =0



DDPM

 目标函数分解
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max

min



DDPM

 正向扩散过程𝐿𝐿𝑇𝑇

 𝐿𝐿𝑇𝑇由扩散速率𝛽𝛽𝑡𝑡决定
 预先设置𝛽𝛽𝑡𝑡为某个常数，则𝐿𝐿𝑇𝑇是一个常数
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𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 0 = 𝒩𝒩 𝑥𝑥 𝑡𝑡 ; �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥 0 , 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝐼𝐼 𝑡𝑡→∞ 𝒩𝒩 0, I



DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿𝑡𝑡−1
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𝐿𝐿𝑡𝑡−1 =

𝑞𝑞 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥(0) = 𝒩𝒩 𝑥𝑥 𝑡𝑡−1 ; �𝜇𝜇𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡 , 𝑥𝑥 0 , �𝛽𝛽𝑡𝑡𝐼𝐼

�𝜇𝜇𝑡𝑡 =
1
𝛼𝛼𝑡𝑡

𝑥𝑥𝑡𝑡 −
1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝜖𝜖

�𝛽𝛽𝑡𝑡 =
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡−1

1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡
𝛽𝛽𝑡𝑡



DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿𝑡𝑡−1
 直接设置Σ𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 = 𝜎𝜎𝑡𝑡2𝐼𝐼

 𝜎𝜎𝑡𝑡2 = 𝛽𝛽𝑡𝑡
 正向扩散和反向的轨迹相同，保证了𝑥𝑥0~𝒩𝒩(0, 𝐼𝐼)

 𝜎𝜎𝑡𝑡2 = �𝛽𝛽𝑡𝑡 = 1−�𝛼𝛼𝑡𝑡−1
1−�𝛼𝛼𝑡𝑡

𝛽𝛽𝑡𝑡
 𝑥𝑥0给定，则反向扩散过程可控，保证了反向扩散到一个具体的点𝑥𝑥0

 𝐿𝐿𝑡𝑡−1可重新表示为
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DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿𝑡𝑡−1
 训练𝜇𝜇𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 来近似 �𝜇𝜇𝑡𝑡 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑥𝑥0
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�𝜇𝜇𝑡𝑡 =
1
𝛼𝛼𝑡𝑡

𝑥𝑥𝑡𝑡 −
1 − 𝛼𝛼𝑡𝑡
1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡

𝜖𝜖



DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿𝑡𝑡−1
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与扩散速率有关，
与模型参数𝜃𝜃无关



DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿𝑡𝑡−1
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𝐿𝐿𝑡𝑡−1 =min

𝐿𝐿𝑡𝑡−1
simple = 𝐸𝐸𝑥𝑥0,𝜖𝜖𝑡𝑡 𝜖𝜖𝑡𝑡 − 𝜖𝜖𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑡𝑡 , 𝑡𝑡 2min

= 𝐸𝐸𝑥𝑥0,𝜖𝜖𝑡𝑡 𝜖𝜖𝑡𝑡 − 𝜖𝜖𝜃𝜃 �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜖𝜖𝑡𝑡 , 𝑡𝑡
2



DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿0

 将图像数据 0,1, … , 255 → [−1,1]
 𝑥𝑥0是离散数据
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DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿0
 离散对数似然函数
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DDPM

 反向扩散过程𝐿𝐿0
 从分布𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥0|𝑥𝑥1)中采样𝑥𝑥0，这是连续数据离散化的过程，整个过程是

无损的

2025/12/5 Generative Models: Fundamentals and Applications  37

𝑥𝑥0 = 𝜇𝜇(𝑥𝑥1, 1) + 𝜎𝜎1𝜖𝜖

𝐿𝐿0 = − log 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥0 𝑥𝑥1 = 0



DDPM

 简化后的目标函数
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min𝐸𝐸𝑞𝑞 �
𝑡𝑡=2

𝑇𝑇

𝐿𝐿𝑡𝑡−1
simple + 𝐿𝐿0

= 𝐸𝐸𝑞𝑞 ∑𝑡𝑡=2𝑇𝑇 𝐸𝐸𝑥𝑥0,𝜖𝜖𝑡𝑡 𝜖𝜖𝑡𝑡 − 𝜖𝜖𝜃𝜃 �𝛼𝛼𝑡𝑡𝑥𝑥0 + 1 − �𝛼𝛼𝑡𝑡𝜖𝜖𝑡𝑡, 𝑡𝑡
2
− log𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥0 𝑥𝑥1

min 𝐿𝐿simple 𝜃𝜃



DDPM

 算法
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DDPM

 算法
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从分布𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑡𝑡−1|𝑥𝑥𝑡𝑡) 中采样



DDPM

 图像生成
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DDPM

 隐空间线性插值
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目录

 扩散模型的基本概念
 Jascha Sohl-Dickstein et al. Deep Unsupervised Learning Using Nonequilibrium 

Thermodynamics, JMLR 2015

 DDPM 
 Jonathan Ho, et al. Denoising Diffusion Probabilistic Models, NIPS 2020

 Score-based SDE
 Yang Song, et al. Score-Based Generative Modeling through Stochastic Differential 

Equations, ICLR 2021
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Score-based generative modeling

 定义概率分布

 𝑍𝑍𝜃𝜃是归一化常数（normalizing constant）
 注意

 𝑍𝑍𝜃𝜃是一个难以处理的量
 最大化对数似然函数时，必须计算归一化常数𝑍𝑍𝜃𝜃

 解决方法
 限制模型结构，迫使𝑍𝑍𝜃𝜃 = 1
 近似规则化常数，如变分推断、对比散度等
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Score-based generative modeling

 定义得分函数

 估计对数似然函数的梯度
 使用得分函数的模型统称为score-based model
 s𝜃𝜃 𝑥𝑥 和𝑍𝑍𝜃𝜃相互独立，不需要设计复杂的结构来使得𝑍𝑍𝜃𝜃易于处理
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s𝜃𝜃 𝑥𝑥 = ∇𝑥𝑥 log𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥)



Score-based generative modeling

 参数化𝑝𝑝𝜃𝜃(𝑥𝑥)需要保证积分为1
 参数化𝑠𝑠𝜃𝜃(𝑥𝑥)不需要保证积分为1
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Score-based generative modeling

 最小化模型和数据真实得分之间的Fisher散度

 注意：真实的梯度未知
 得分匹配 (score matching) 方法

 在不知道真实数据得分的情况下，最小化Fisher散度

 无需对𝑠𝑠𝜃𝜃(𝑥𝑥)有一个较强的假设
 使用一个向量函数，输入和输出具有相同的维度
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𝑠𝑠𝜃𝜃(𝑥𝑥)的雅
克比矩阵



Score-based generative modeling

 降噪得分匹配 (Denoising score matching)
 从添加了噪声的数据分布中进行采样

 𝑞𝑞𝜎𝜎( �𝑥𝑥|𝑥𝑥)：预定义的高斯噪声分布
 𝑠𝑠𝜃𝜃∗(𝑥𝑥)：最小化目标函数

 当噪声足够小时，𝑞𝑞𝜎𝜎 𝑥𝑥 ≈ 𝑝𝑝𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥)
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Score-based generative modeling

 郎之万动力学 (Langevin dynamics)
 使用得分函数对真实数据分布𝑝𝑝(𝑥𝑥)进行MCMC采样

 首先从先验分布𝜋𝜋(𝑥𝑥)中采样 �𝑥𝑥0
 然后构造Markov链，递归计算

 其中𝑧𝑧𝑡𝑡~𝒩𝒩 0, 𝐼𝐼 , 𝜖𝜖 > 0
 当𝜖𝜖 → 0, 𝑇𝑇 → ∞时
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𝑝𝑝( �𝑥𝑥𝑇𝑇) → 𝑝𝑝𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥)



Score-based generative modeling

 生成效果
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Score-based SDE

 提出在原始数据中加入无限数量的噪声尺度
 噪声干扰过程是一个随时间连续的随机过程
 定义连续时间变量𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇]
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Score-based SDE
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 正向扩散：𝑡𝑡1时刻



Score-based SDE
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 正向扩散： 𝑡𝑡2 > 𝑡𝑡1时刻



Score-based SDE
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 正向扩散： 𝑡𝑡3 > 𝑡𝑡2 > 𝑡𝑡1时刻

 结论：随着随机过程的加深，原图的信息被大量的隐藏起来



Score-based SDE

 正向SDE

 𝑤𝑤则表示为标准的布朗运动
 𝑑𝑑𝑑𝑑可以视为无穷小的白噪声
 𝑔𝑔 𝑡𝑡 : ℝ ↦ ℝ表示𝑥𝑥(𝑡𝑡)的扩散系数
 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 :ℝ𝑑𝑑 ↦ ℝ𝑑𝑑表示𝑥𝑥(𝑡𝑡)的漂移系数
 该方程的解是一组连续的随机变量 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑡𝑡∈[0,𝑇𝑇]

 𝑝𝑝𝑡𝑡(𝑥𝑥)：𝑥𝑥(𝑡𝑡)的边缘概率密度函数
 𝑝𝑝𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑠𝑠 ：转移核函数
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Score-based SDE

 反向扩散：生成样本
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−𝑡𝑡



Score-based SDE

 反向SDE

 �𝑤𝑤表示为标准的布朗运动，时间从𝑇𝑇到0
 𝑑𝑑�𝑤𝑤可以视为无穷小的白噪声
 𝑑𝑑𝑑𝑑表示负的无穷小时间步
 估计∇𝑥𝑥 log𝑝𝑝𝑡𝑡(𝑥𝑥)？

 定义得分函数

2025/12/5 Generative Models: Fundamentals and Applications  57



Score-based SDE

 构造目标函数

 𝔼𝔼𝑡𝑡：对时间𝑡𝑡连续泛化
 𝜆𝜆 𝑡𝑡 是一个正加权函数

 转移核函数𝑝𝑝0𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 0 怎么选择？
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对原始数据𝑥𝑥(0)加噪声得到数据𝑥𝑥(𝑡𝑡),
这是加噪后的t时刻的得分模型



Score-based SDE

 如果漂移系数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)是关于𝑥𝑥的仿射变换
 转移核函数选择高斯核

Simo S𝑎̈𝑎rkk𝑎̈𝑎 and Arno Solin. Applied stochastic differential equations, volume 10. 2019.

 如果是一般的漂移系数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
 柯尔莫哥洛夫向前方程 (Kolmogorov's forward equations)

Bernt Øksendal. Stochastic differential equations. 2003.

 Sliced score matching

 其中𝔼𝔼[v] = 0, Cov v = 𝐼𝐼
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Score-based SDE

 对时间离散化后的特例
 SMLD

Y Song, et al. Generative modeling by estimating gradients of the data 
distribution. NIPS 2019

 DDPM
 正向扩散的数据

 当𝑁𝑁 → ∞时，记𝛽̅𝛽𝑖𝑖 = 𝑁𝑁𝛽𝛽𝑖𝑖 , 𝛽𝛽 𝑖𝑖
𝑁𝑁

= 𝛽̅𝛽𝑖𝑖

 方差保持（VP）
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Score-based SDE

 sub-VP SDE

 仿射漂移系数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
 转移核函数𝑝𝑝0𝑡𝑡 𝑥𝑥 𝑡𝑡 𝑥𝑥 0 ：高斯核
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漂移系数𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) 扩散系数𝑔𝑔(𝑡𝑡)



Score-based SDE

 求解反向SDE
 在训练得分模型s𝜃𝜃(𝑥𝑥)之后，如何构建反向SDE，然后用数值方法对其

进行模拟，从而生成样本

 时间离散化
 Euler-Maruyama方法

P. E. Kloeden, E. Platen. Numerical solution of stochastic differential equations, volume 23. Springer 
Science & Business Media, 2013.

 DDPM：祖先采样 (Ancestral sampling)

2025/12/5 Generative Models: Fundamentals and Applications  62



Score-based SDE

 反向扩散采样器（reverse diffusion samplers）
 时间离散化

 正向SDE

 反向SDE

 两个采样器；PC采样器和概率流ODE采样器
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Score-based SDE

 预测器-校正器 (Predictor-Corrector, PC) 采样器
 预测器

 在每个时间步内，数值 SDE 求解器首先给出下一个时间步的样本估计值
 校正器

 基于得分的 MCMC 方法纠正了估计样本的边际分布
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Score-based SDE

 预测器-校正器 (Predictor-Corrector, PC) 采样器
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Score-based SDE

 确定性采样器：概率流常微分方程(ODE)
 对于所有的扩散过程，存在一个对应的确定过程

 本质上是一个神经常微分方程 (Neural ODE) 
 构造了连续的归一化流 (normalized flow)

 优点：
 精确计算似然函数
 控制隐式表示：将任何数据𝑥𝑥(0)编码到隐空间𝑥𝑥(𝑇𝑇)
 唯一可识别编码：插值计算
 高效采样
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记为𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)



Score-based SDE

 PC采样和概率流ODE结合
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Score-based SDE

 得分函数评估(score function evaluations (NFE))
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Score-based SDE

 插值计算
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Score-based SDE

 可控生成
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前四行是车

后四行是马



Score-based SDE

 可控生成：图像修复
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第一列是原始图像
第二列是蒙版图像
其余列是采样图像



Score-based SDE

 可控生成：图像着色
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第一列是原始图像
第二列是灰度图像
其余列是采样图像



Thanks!

Questions?
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