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回顾

 有可求解的极大似然函数
 没有直接学习隐变量特征

能量模型 自回归模型

𝑝𝑝 𝑥𝑥|𝜃𝜃 = ∏𝑖𝑖=1
𝐷𝐷 𝑝𝑝𝜃𝜃 𝑥𝑥𝑖𝑖|𝑥𝑥<𝑖𝑖
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回顾

 没有可求解的极大似然函数
 有隐变量特征表示
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基于流的生成模型

 特点
 有可求解的极大似然函数
 有隐变量特征表示

 隐变量模型

 简单分布 𝑝𝑝(𝑧𝑧) 映射到复杂分布 𝑝𝑝(𝑥𝑥)
𝑝𝑝 𝑥𝑥 = ∫𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑧𝑧 𝑝𝑝(𝑥𝑥|𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
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基于流的生成模型

 模型结构：可逆的确定性变换
𝑓𝑓−1 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓−1 𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥
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变量变换（change of variable）

 实例
 设 𝑍𝑍 ∼ Uniform(0,1)，𝑍𝑍 的密度函数为 𝑝𝑝𝑍𝑍，求 𝑝𝑝𝑍𝑍(0.5)?

 𝑍𝑍 = 0.5 时， 𝑝𝑝𝑍𝑍(0.5) = 1
 令 𝑋𝑋 = 2𝑍𝑍 + 1，𝑋𝑋 的密度函数为 𝑝𝑝𝑋𝑋，求 𝑝𝑝𝑋𝑋(2)？

 直觉上：X ∼ Uniform(1,3)，所以 pX(2) = 1/2
 变量变换：
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𝑝𝑝𝑋𝑋 2 = 𝑑𝑑𝑃𝑃𝑋𝑋(2)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑋𝑋≤2)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑑𝑑𝑑𝑑 (2𝑍𝑍+1≤2)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑍𝑍≤0.5)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑑𝑑𝑃𝑃𝑍𝑍(0.5)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑝𝑝𝑍𝑍 0.5 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1 ⋅ 1
2

= 1
2
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变量变换（change of variable）

 实例
 设 𝑋𝑋 ∼ Uniform(0,1)，𝑋𝑋 的密度函数为 𝑝𝑝𝑋𝑋
 令 𝑌𝑌 = 2𝑋𝑋 + 1，𝑌𝑌 的密度函数 𝑝𝑝𝑌𝑌

𝑝𝑝𝑌𝑌 𝑦𝑦 = 𝑑𝑑𝑃𝑃𝑌𝑌(𝑦𝑦)
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑑𝑑𝑑𝑑 (2𝑋𝑋+1≤𝑦𝑦)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
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随机变量的变换

 一般情形
 若 𝑋𝑋 是连续型随机变量（使用变量变换公式）
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变量变换

 一维变量
 给定单调可逆函数𝑓𝑓: 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑧𝑧)，𝑧𝑧 = 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) ≜ ℎ(𝑥𝑥)

 回顾前例： 设 Z ∼ Uniform 0,1 , 令 𝑋𝑋 = 2𝑍𝑍 + 1, 𝑝𝑝𝑋𝑋(2)？
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𝑝𝑝𝑋𝑋 2 = 𝑝𝑝𝑍𝑍 ℎ(2) ℎ′ 2 = 𝑝𝑝𝑍𝑍 0.5 × 1
2

= 1 × 1
2

= 1
2

𝑧𝑧 = ℎ 𝑥𝑥 =
1
2
𝑥𝑥 −

1
2
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变量变换

 多维变量
 设 𝑍𝑍 在区间 [0,1]𝑛𝑛 上均匀分布
 令 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝐴𝐴，其中 𝐴𝐴 是可逆方阵，记𝑊𝑊 = 𝐴𝐴−1，求 𝑋𝑋 的分布

 令𝐴𝐴 = 𝑎𝑎 𝑐𝑐
𝑏𝑏 𝑑𝑑

 原四边形的容量为 1
 新四边形的“容量”为

det𝐴𝐴 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏

2025/12/5 11Generative Models: Fundamentals and Applications  



变量变换

 设 𝑍𝑍 在区间 [0,1]𝑛𝑛 上均匀分布
 𝑋𝑋 的“容量变化”（缩放因子）

 𝑋𝑋 的分布
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1
det 𝐴𝐴

= det𝑊𝑊
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变量变换

 设 𝑍𝑍 在区间 [0,2]𝑛𝑛上均匀分布
 原四边形的容量：4
 新四边形的容量：4 𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 4 det𝐴𝐴
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变量变换

 设 𝑍𝑍 在区间 [0,2]𝑛𝑛上均匀分布
 容量变化仍为

 结论：给定线性变换 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝐴𝐴，容量变化由 det𝐴𝐴  唯一确定
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1
det 𝐴𝐴

= det𝑊𝑊
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变量变换

 问题：给定非线性变换 𝑋𝑋 = 𝑓𝑓(𝑍𝑍)，容量变换由什么确定？
 函数 𝑓𝑓 的雅可比行列式

 设𝑍𝑍 ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛,𝑋𝑋 ∈ 𝑅𝑅𝑚𝑚, X = 𝑓𝑓 𝑍𝑍

 𝑓𝑓 在某一 𝑍𝑍 处的偏导数 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑍𝑍

 可写成雅可比矩阵：

 如果 𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑍𝑍

 方阵（𝑚𝑚 = 𝑛𝑛），称其行列式为雅可比行列式

𝜕𝜕𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑍𝑍

=
𝜕𝜕𝑋𝑋
𝜕𝜕𝑍𝑍

=

𝜕𝜕𝑋𝑋1
𝜕𝜕𝑍𝑍1

⋯
𝜕𝜕𝑋𝑋1
𝜕𝜕𝑍𝑍𝑛𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝜕𝑋𝑋𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑍𝑍1

⋯
𝜕𝜕𝑋𝑋𝑚𝑚
𝜕𝜕𝑍𝑍𝑛𝑛
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变量变换

 实例：𝑋𝑋,𝑍𝑍 ∈ 𝑅𝑅2
 记 𝑧𝑧 = (𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2)𝑇𝑇，𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)𝑇𝑇

 考虑充分小邻域下的变换：
 𝑧𝑧′ = (𝑧𝑧1 + ∆𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2 + ∆𝑧𝑧2)𝑇𝑇

 𝑥𝑥′ = 𝑓𝑓(𝑧𝑧′)
 充分小邻域下：

 非线性变换可用线性变换近似
 此时缩放比例由雅可比行列式决定
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变量变换

 雅克比矩阵

 雅克比逆矩阵

 如果x = 𝑓𝑓 𝑧𝑧 = (𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2, 2𝑧𝑧1)𝑇𝑇，则𝐽𝐽𝑓𝑓 , 𝐽𝐽𝑓𝑓−1？

𝐽𝐽𝑓𝑓 = 1 1
2 0

𝐽𝐽𝑓𝑓−1 =
0

1
2

1 −
1
2

𝑧𝑧 =
𝑧𝑧1
𝑧𝑧2 = 𝑓𝑓−1

𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 =

𝑥𝑥2
2

𝑥𝑥1 −
𝑥𝑥2
2
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变量变换

 容量变换
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变量变换

 容量变换
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变量变换

 变量变换定理
 给定Z和X之间的映射关系𝑓𝑓:𝑅𝑅𝑛𝑛 ⟼ 𝑅𝑅𝑛𝑛可逆，满足𝑋𝑋 = 𝑓𝑓(𝑍𝑍)以及𝑍𝑍 =
𝑓𝑓−1(𝑋𝑋)，则有

 注意
 X和Z都是连续随机变量，且维度相等
 Fact：对任意可逆矩阵A，det 𝐴𝐴−1 = det(𝐴𝐴) −1
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目录

 背景知识
 标准化流模型
 最新进展
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标准化流模型

 概率图
 推断模型

 生成模型

 注意：X和Z的维度相等
 似然函数
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标准化流模型

 标准化（normalizing）
 通过变量变换以后的变量积分为1，满足概率分布函数的定义

 流（flow）
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标准化流模型

 似然函数
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𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥;𝜃𝜃 = 𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧𝑚𝑚−1 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜕𝜕 𝑓𝑓𝜃𝜃
𝑚𝑚 −1

(𝑧𝑧𝑚𝑚)
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑚𝑚

= 𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧𝑚𝑚−2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜕𝜕 𝑓𝑓𝜃𝜃
𝑚𝑚−1 −1

(𝑧𝑧𝑚𝑚−1)
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜕𝜕 𝑓𝑓𝜃𝜃
𝑚𝑚 −1

(𝑧𝑧𝑚𝑚)
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑚𝑚

⋮

= 𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧0 ∏𝑖𝑖=1
𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕 𝑓𝑓𝜃𝜃
𝑖𝑖 −1

(𝑧𝑧𝑖𝑖)

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖

= 𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑓𝑓𝜃𝜃−1(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝜕𝜕𝑓𝑓𝜃𝜃
−1(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝑥𝑥
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标准化流模型

 极大似然估计

 精确似然
 逆变换 𝑓𝑓−1: 𝑥𝑥 ↦ 𝑧𝑧
 变量变换公式

 采样生成新数据
 变换𝑓𝑓: 𝑧𝑧 ↦ 𝑥𝑥
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标准化流模型

 先验分布 𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧
 易于采样和计算似然函数，如各向同性高斯

 可逆变换 𝑓𝑓
 容易计算

 似然函数计算逆变换𝑓𝑓−1:𝑥𝑥 ↦ 𝑧𝑧
 采样生成数据𝑓𝑓: 𝑧𝑧 ↦ 𝑥𝑥

 雅克比行列式计算
 时间复杂度为𝑂𝑂(𝐷𝐷3)
 选择特殊结构的雅克比矩阵，如下三角矩阵
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标准化流模型

 平面流（Planar flow）
 选择可逆变换

 雅克比行列式
 记
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标准化流模型

 平面流（Planar flow）
 流的长度为K

 似然函数

 对数似然函数

𝑝𝑝𝑋𝑋 𝑥𝑥;𝜃𝜃 = 𝑞𝑞𝐾𝐾 𝑧𝑧𝐾𝐾 = 𝑞𝑞0 𝑧𝑧 ∏𝑖𝑖=1
𝐾𝐾 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜕𝜕 𝑓𝑓𝜃𝜃
𝑖𝑖 −1

𝑧𝑧𝑖𝑖
𝜕𝜕𝑧𝑧𝑖𝑖
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标准化流模型
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目录

 背景知识
 标准化流模型
 最新进展
 Nonlinear Independent Components Estimation (NICE)
 Real-valued Non-volume Preserving (Real NVP)
 Glow
 Masked Autoregressive Flow (MAF)
 Inverse Autoregressive Flow (IAF)
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NICE

 雅克比行列式计算
 时间复杂度为𝑂𝑂(𝐷𝐷3)
 选择特殊结构的雅克比矩阵，如下三角矩阵

 NICE：将f的雅克比矩阵变换为三角矩阵
 加性耦合层（additive coupling layer）

 将输入的一部分维度保持不变，而另一部分维度进行平移变换
 尺度变换层（rescaling layer）
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NICE

 将隐变量Z分成两个不相交部分𝑧𝑧1:𝑑𝑑和𝑧𝑧𝑑𝑑+1:𝐷𝐷

 变换𝑓𝑓:𝑍𝑍 ↦ 𝑋𝑋

 逆变换𝑓𝑓−1:𝑋𝑋 ↦ 𝑍𝑍

 H可以是任意复杂函数，不需要可逆
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𝑍𝑍 𝑋𝑋
𝛾𝛾
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𝑥𝑥𝑖𝑖≤𝑑𝑑 = 𝑧𝑧𝑖𝑖
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NICE
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NICE

 映射𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑧𝑧)

 雅克比矩阵

 行列式

det 𝐽𝐽𝐺𝐺 = 1
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NICE

 叠加：Flow的序列长度为K
 相邻两层交替做恒等变换
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NICE

 尺度变换层
 存在比较严重的维度浪费问题
 对最后一层每个维度的特征做尺度变换

 变换𝑓𝑓:𝑍𝑍 ↦ 𝑋𝑋

 逆变换𝑓𝑓−1:𝑋𝑋 ↦ 𝑍𝑍
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NICE

 尺度变换层
 S为对角矩阵
 雅克比行列式

 识别该维度的重要程度
 等价于将先验分布的方差（标准差）也作为训练参数，如果方差足够小，那么

该特征就恒为均值 0，故认为该维度所表示的流形坍缩为一个点，从而总体流形
的维度减 1，暗含了降维的可能

det 𝐽𝐽𝐺𝐺 = ∏𝑑𝑑=1
𝐷𝐷 𝑆𝑆𝑑𝑑
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NICE

 先验分布 𝑝𝑝𝑍𝑍 𝑧𝑧 ：高斯模型
 对原始数据x进行编码时，输出的编码特征 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥) 的各个维度是

解耦
 由于 z 的每个维度的独立性，理论上我们控制改变单个维度时，就可

以看出生成图像是如何随着该维度的改变而改变，从而发现该维度的
含义
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NICE

 生成数据集
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NICE

 图像补全
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Real NVP (non-volume preserving)

 将f的雅克比矩阵变换为三角矩阵
 仿射耦合层（affine coupling layer）

 将输入的一部分维度保持不变，而另一部分维度进行仿射变换
 不需要尺度变换层

 当仿射层的平移量等于0时，仿射变换可以看成是一种尺度变换
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Real NVP

 将隐变量Z分成两个不相交部分𝑧𝑧1:𝑑𝑑和𝑧𝑧𝑑𝑑+1:𝐷𝐷

 变换𝑓𝑓:𝑍𝑍 ↦ 𝑋𝑋

 逆变换𝑓𝑓−1:𝑋𝑋 ↦ 𝑍𝑍

 F和H可以是任意复杂函数，不需要可逆
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Real NVP

 雅克比矩阵
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Real NVP

 K个仿射耦合层叠加
 相邻两层交替做恒等变换

 雅克比行列式
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Real NVP

 多尺度结构
 “flow 运算”指的是多个仿

射耦合层的复合后，输出跟
输入的大小一样，这时候将
输入对半分开两半
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Real NVP

 多尺度结构
 抛弃了 p(z) 是标准正态分布

的直接假设，而采用了一个
组合式的条件分布

 𝑧̂𝑧1, 𝑧̂𝑧3, 𝑧̂𝑧5服从标准正态分布

 通过控制每个条件分布的方差来
抑制维度浪费问题
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Real NVP

左图：
真实数据集

右图：
生成数据集
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Real NVP
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NICE vs. Real NVP

 将隐变量Z分成两个不相交部分𝑧𝑧1:𝑑𝑑和𝑧𝑧𝑑𝑑+1:𝐷𝐷

 变换𝑓𝑓:𝑍𝑍 ↦ 𝑋𝑋

 逆变换𝑓𝑓−1:𝑋𝑋 ↦ 𝑍𝑍

 F和H可以是任意复杂函数，不需要可逆
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NICE vs. Real NVP

 雅克比矩阵
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Glow

 采用了可逆的1 x 1卷积核打乱输入数据，简化了网络模型

2025/12/5 53Generative Models: Fundamentals and Applications  



Glow

 可逆的1x1卷积核
 采用矩阵乘法实现对各个维度数据的打乱，使信息混合得更加充分

 置换矩阵

 可逆矩阵：正交矩阵W

 对数行列式 ℎ = 𝑥𝑥𝑥𝑥
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Glow

 可逆的1x1卷积核
 LU分解，使得计算更加方便

 技巧
 先随机生成一个正交矩阵，然后做 LU 分解，得到 P,L,U
 固定 P，也固定 U 的对角线的正负号，然后约束 L 为对角线全 1 的下三角阵，

U 为上三角阵，优化训练 L,U 的其余参数
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Glow

 可逆的1x1卷积核可提高似然值
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Glow

 隐空间做线性插值
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Glow

 控制图片生成
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Glow

 模型深度

L=4 L=6
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自回归模型

 高斯自回归模型

 生成数据过程
 采样𝑧𝑧𝑖𝑖~𝒩𝒩 0,1 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
 令𝑥𝑥1 = exp(𝛼𝛼1) 𝑧𝑧1 + 𝜇𝜇1，计算𝜇𝜇2 𝑥𝑥1 ,𝛼𝛼2(𝑥𝑥1)
 令𝑥𝑥2 = exp(𝛼𝛼2) 𝑧𝑧2 + 𝜇𝜇2，计算𝜇𝜇3 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ,𝛼𝛼3(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)
 令𝑥𝑥3 = exp(𝛼𝛼3) 𝑧𝑧3 + 𝜇𝜇3 … …
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掩码自回归流（MAF）

 自回归网络

 均值𝜇𝜇𝑖𝑖
 方差(exp𝛼𝛼𝑖𝑖)2
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掩码自回归流（MAF）

 变换𝑓𝑓:𝑍𝑍 ↦ 𝑋𝑋

 令𝑥𝑥1 = exp(𝛼𝛼1) 𝑧𝑧1 + 𝜇𝜇1，计算𝜇𝜇2 𝑥𝑥1 ,𝛼𝛼2(𝑥𝑥1)
 令𝑥𝑥2 = exp(𝛼𝛼2) 𝑧𝑧2 + 𝜇𝜇2，计算𝜇𝜇3 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ,𝛼𝛼3(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)
 令𝑥𝑥3 = exp(𝛼𝛼3) 𝑧𝑧3 + 𝜇𝜇3 … …

 雅克比矩阵

𝑥𝑥𝑖𝑖 = exp(𝛼𝛼𝑖𝑖) 𝑧𝑧𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑖𝑖

2025/12/5 62Generative Models: Fundamentals and Applications  



掩码自回归流（MAF）

 逆变换𝑓𝑓−1:𝑋𝑋 ↦ 𝑍𝑍

 并行计算𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝛼𝛼𝑖𝑖（使用MADE）
 令𝑧𝑧1 = exp −𝛼𝛼1 (𝑥𝑥1 − 𝜇𝜇1)
 令𝑧𝑧2 = exp −𝛼𝛼2 (𝑥𝑥2 − 𝜇𝜇2)
 令𝑧𝑧3 = exp −𝛼𝛼3 (𝑥𝑥3 − 𝜇𝜇3)

 雅克比逆矩阵

𝑧𝑧𝑖𝑖 = exp −𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑖𝑖)
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逆自回归流（IAF）

 自回归网络

 均值𝜇𝜇𝑖𝑖
 方差(exp𝛼𝛼𝑖𝑖)2

𝜇𝜇𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝜇𝜇𝑖𝑖 𝑧𝑧1:𝑖𝑖−1
𝛼𝛼𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝛼𝛼𝑖𝑖 𝑧𝑧1:𝑖𝑖−1
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逆自回归流（IAF）

 变换𝑓𝑓:𝑍𝑍 ↦ 𝑋𝑋

 采样𝑧𝑧𝑖𝑖~𝒩𝒩 0,1 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛
 并行计算𝜇𝜇𝑖𝑖 ,𝛼𝛼𝑖𝑖（使用MADE）
 令𝑥𝑥1 = exp(𝛼𝛼1) 𝑧𝑧1 + 𝜇𝜇1
 令𝑥𝑥2 = exp(𝛼𝛼2) 𝑧𝑧2 + 𝜇𝜇2 … …

 雅克比矩阵

𝑥𝑥𝑖𝑖 = exp(𝛼𝛼𝑖𝑖) 𝑧𝑧𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑖𝑖

2025/12/5 65Generative Models: Fundamentals and Applications  



逆自回归流（IAF）

 逆变换𝑓𝑓−1:𝑋𝑋 ↦ 𝑍𝑍

 令𝑧𝑧1 = exp −𝛼𝛼1 (𝑥𝑥1 − 𝜇𝜇1)，计算𝜇𝜇2 𝑧𝑧1 ,𝛼𝛼2(𝑧𝑧1)
 令𝑧𝑧2 = exp −𝛼𝛼2 𝑥𝑥2 − 𝜇𝜇2 , 计算𝜇𝜇3 𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2 ,𝛼𝛼3(𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2)
 令𝑧𝑧3 = exp −𝛼𝛼3 𝑥𝑥3 − 𝜇𝜇3 , … …

 雅克比逆矩阵

𝑧𝑧𝑖𝑖 = exp −𝛼𝛼𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑖𝑖)
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MAF vs. IAF

 交换MAF编码器的变量z和x，就是IAF的生成器
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MAF vs. IAF

 交换MAF生成器的变量z和x，就是IAF的编码器

Figure: Forward pass of MAF (left)  vs. Inverse pass of IAF (right)
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MAF vs. IAF

 计算代价
 MAF计算似然函数快，采样慢
 IAF计算似然函数慢，采样快

 MAF更适合极大似然函数估计
 IAF更适合实时生成数据
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Thanks!

Questions?
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