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生成分类器

 关键：类条件密度函数𝑝𝑝(𝑥𝑥|𝑦𝑦 = 𝑐𝑐, 𝜃𝜃)
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𝑝𝑝 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐 𝐱𝐱,𝜃𝜃 = 𝑝𝑝 𝐱𝐱,𝑦𝑦=𝑐𝑐| 𝜃𝜃
𝑝𝑝(𝐱𝐱|𝜃𝜃)

= 𝑝𝑝 𝐱𝐱,𝑦𝑦=𝑐𝑐| 𝜃𝜃
∑𝑐𝑐′∈𝐶𝐶 𝑝𝑝(𝐱𝐱,𝑦𝑦=𝑐𝑐′|𝜃𝜃)

= 𝑝𝑝 𝑦𝑦=𝑐𝑐 | 𝜃𝜃 𝑝𝑝(𝐱𝐱|𝑦𝑦=𝑐𝑐,𝜃𝜃)
∑𝑐𝑐′∈𝐶𝐶 𝑝𝑝 𝑦𝑦=𝑐𝑐′| 𝜃𝜃 𝑝𝑝(𝐱𝐱|𝑦𝑦=𝑐𝑐′,𝜃𝜃)

∝ 𝑝𝑝 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐 | 𝜃𝜃 𝑝𝑝(𝐱𝐱|𝑦𝑦 = 𝑐𝑐,𝜃𝜃)



生成分类器

 分类器

 𝝅𝝅：类先验的参数
 𝝅𝝅𝑐𝑐 = 𝑁𝑁𝑐𝑐

𝑁𝑁

 𝜽𝜽𝑐𝑐：第c个类的模型参数
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单高斯模型

 一元高斯分布
 一维随机变量𝑥𝑥
 均值𝜇𝜇
 方差𝜎𝜎2

 概率密度函数
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单高斯模型

 多元高斯分布（multivariate Gaussian）
 D维随机变量x
 均值𝜇𝜇
 协方差矩阵𝚺𝚺
 联合概率密度函数
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单高斯模型

 二元高斯分布示意图
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单高斯模型

 马氏距离（Mahalanobis distance）
𝐷𝐷𝑀𝑀 = 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑇𝑇Σ−1 (𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)

 等价于数据x变换之后的欧氏距离

 变换：平移𝜇𝜇，旋转𝑈𝑈
 对协方差矩阵Σ进行特征分解： Σ = UΛ𝑈𝑈𝑇𝑇

 U：特征向量组成的正交矩阵，且𝑈𝑈𝑇𝑇𝑈𝑈 = 𝐼𝐼
 Λ：特征值构成的对角矩阵
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单高斯模型

 马氏距离（Mahalanobis distance）
𝐷𝐷𝑀𝑀 = 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑇𝑇Σ−1 (𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)

 变换：平移𝜇𝜇，旋转𝑈𝑈
 注意到Σ = 𝑈𝑈Λ𝑈𝑈⊤，并记𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝑢𝑢𝑖𝑖𝑇𝑇(𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)
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𝐷𝐷𝑀𝑀 = 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑇𝑇UΛ−1𝑈𝑈𝑇𝑇 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
= 𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑇𝑇 ∑𝑖𝑖=1𝐷𝐷 1

𝜆𝜆𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑇𝑇 (𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)

= ∑𝑖𝑖=1𝐷𝐷 1
𝜆𝜆𝑖𝑖

𝑥𝑥 − 𝜇𝜇 𝑇𝑇𝑢𝑢𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑇𝑇(𝑥𝑥 − 𝜇𝜇)

= ∑𝑖𝑖=1𝐷𝐷 1
𝜆𝜆𝑖𝑖
𝑧𝑧𝑖𝑖𝑇𝑇𝑧𝑧𝑖𝑖



单高斯模型

 给定N个独立同分布的样本𝐱𝐱𝑖𝑖 ∼ 𝒩𝒩(𝝁𝝁,𝚺𝚺)，估计模型参数𝝁𝝁,𝚺𝚺？
 极大似然估计 MLE
 最大后验概率估计 MAP
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极大似然估计

 对数似然函数
 令𝚺𝚺 = UΛ−1𝑈𝑈𝑇𝑇
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𝐿𝐿(𝝁𝝁,𝚺𝚺) = log𝑝𝑝(𝒟𝒟|𝝁𝝁,𝚺𝚺) = ∑𝑖𝑖=1𝑁𝑁 log 𝑝𝑝(𝐱𝐱𝑖𝑖|𝝁𝝁,𝚺𝚺)

= ∑𝑖𝑖=1𝑁𝑁 log 1
(2𝜋𝜋)𝐷𝐷/2|Σ|1/2 exp −1

2
𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝝁𝝁 𝑇𝑇𝜮𝜮−1(𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝝁𝝁)

= −𝐷𝐷𝐷𝐷
2

log 2𝜋𝜋 + 𝑁𝑁
2

log Λ − 1
2
∑𝑖𝑖=1𝑁𝑁 𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝝁𝝁 𝑇𝑇𝜮𝜮−1(𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝝁𝝁)



极大似然估计
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 目标
 求后验概率 𝑝𝑝 𝜇𝜇, Σ 𝒟𝒟 ∝ 𝑝𝑝 𝒟𝒟 𝜇𝜇, Σ 𝑝𝑝 𝜇𝜇, Σ  最大化参数 𝜇𝜇, Σ

 似然函数

其中

最大后验概率估计
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𝑆𝑆�𝐱𝐱 = �
𝑖𝑖=1

𝑁𝑁
(𝐱𝐱𝑖𝑖 − �𝐱𝐱)(𝐱𝐱𝑖𝑖 − �𝐱𝐱)𝑇𝑇



最大后验概率估计

 似然函数
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最大后验概率估计

 共轭先验𝑝𝑝 𝝁𝝁,𝚺𝚺 = 𝑝𝑝 𝝁𝝁|𝚺𝚺 𝑝𝑝 𝚺𝚺
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最大后验概率估计

 共轭先验𝑝𝑝 𝝁𝝁,𝚺𝚺 = 𝑝𝑝 𝝁𝝁|𝚺𝚺 𝑝𝑝 𝚺𝚺
 𝐦𝐦0：𝝁𝝁的先验均值

 设𝐦𝐦0 = �𝐱𝐱
 𝜅𝜅0：对𝐦𝐦0的信任程度

 通常设𝜅𝜅0为一个极小的数，如𝜅𝜅0 =0.01
 𝐒𝐒0：𝚺𝚺的先验均值

 设𝐒𝐒0 = diag 𝐒𝐒�𝐱𝐱 /N
 𝜈𝜈0：对𝐒𝐒0的信任程度

 通常设𝜈𝜈0 = 𝐷𝐷 + 2

2025/10/27 Generative Models: Fundamentals and Applications 17



最大后验概率估计

 后验分布𝑝𝑝(𝝁𝝁,𝚺𝚺|𝒟𝒟)

 后验均值m𝑁𝑁：先验均值m0和MLE的凸组合
 后验散度矩阵S𝑁𝑁：先验散度矩阵S0 + 经验散度矩阵S𝑥̅𝑥 + 偏移项
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最大后验概率估计

 最大化后验分布𝑝𝑝(𝝁𝝁,𝚺𝚺|𝒟𝒟)
 后验众数（mode）

 如果设置𝜅𝜅0 = 0
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高斯判别分析

 高斯判别分析（GDA）
 假设每个类 𝑐𝑐 的样本服从多元高斯分布

 给定样本 𝒙𝒙，生成分类器预测最可能的类别
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高斯判别分析
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 左图：高度/体重数据
 右图：每个类的可视化



高斯判别分析

 生成分类器
 如果类先验𝝅𝝅𝒄𝒄是均匀的
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�𝑦𝑦(𝐱𝐱) = argmax𝑐𝑐 log𝑝𝑝 𝑦𝑦 = 𝑐𝑐 𝝅𝝅𝒄𝒄 + log𝒩𝒩(𝑥𝑥|𝝁𝝁𝑐𝑐 ,𝜮𝜮𝑐𝑐)

= argmax𝑐𝑐 log 1

2𝜋𝜋
𝐷𝐷
2 𝜮𝜮𝑐𝑐

1
2

exp −1
2
𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐 𝑇𝑇𝜮𝜮𝑐𝑐−1 𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐

= argmax𝑐𝑐 −
1
2

log 𝜮𝜮𝑐𝑐 − 1
2
𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐 𝑇𝑇𝜮𝜮𝑐𝑐−1(𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐)

= argmin𝑐𝑐 𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐 𝑇𝑇𝜮𝜮𝑐𝑐−1 𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐 + log 𝜮𝜮𝑐𝑐



高斯判别分析

 高斯判别分析又称为二次判别分析（QDA）
 判别边界                                  是二次形式
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𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐 𝑇𝑇𝜮𝜮𝑐𝑐−1 𝐱𝐱 − 𝝁𝝁𝑐𝑐 + log 𝜮𝜮𝑐𝑐



高斯判别分析

 判别边界：两个类密度分布的“等势面”
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高斯判别分析

 特例：Σ𝑐𝑐 = Σ

 定义
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与类别c无关的二次项，
判别时可以忽略



高斯判别分析

 特例：Σ𝑐𝑐 = Σ
 生成分类器

 任意两个类𝑐𝑐和𝑐𝑐′的决策边界恰好是一条直线

 亦称为线性判别分析(linear discriminant analysis, LDA)
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log 𝑝𝑝(𝑦𝑦 = 𝑐𝑐|𝐱𝐱,𝜽𝜽) ∝ 𝛽𝛽𝑐𝑐𝑇𝑇𝐱𝐱 + 𝛾𝛾𝑐𝑐

𝑝𝑝(𝑦𝑦 = 𝑐𝑐|𝐱𝐱,𝜽𝜽) ∝ exp[𝛽𝛽𝑐𝑐𝑇𝑇𝐱𝐱 + 𝛾𝛾𝑐𝑐]



高斯判别分析

 特例：Σ𝑐𝑐 = Σ
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高斯判别分析

 对数似然函数

 𝜋𝜋𝑐𝑐：第c个类的先验

 𝜃𝜃𝑐𝑐 = (𝜇𝜇𝑐𝑐 ,Σ𝑐𝑐)：第c个类的高斯分布参数
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0 ≤ 𝜋𝜋𝑐𝑐 ≤ 1 ∑𝑐𝑐=1𝐶𝐶 𝜋𝜋𝑐𝑐 = 1



高斯判别分析

 极大似然估计
 𝜋𝜋𝑐𝑐：第c个类的先验

 𝜃𝜃𝑐𝑐 = (𝜇𝜇𝑐𝑐 ,Σ𝑐𝑐)：第c个类的高斯分布参数
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为什么有高斯混合模型

 假设这组数据是由某个高斯分布产生
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为什么有高斯混合模型

 样本服从单高斯分布的假设并不合理
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为什么有高斯混合模型

 这是用两个不同的高斯分布模型产生的数据
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高斯混合模型

 假设混合高斯模型由K个高斯模型组成，其概率密度为

 隐含类别 𝑧𝑧 ∈ {1, … ,𝐾𝐾}：确定数据𝐱𝐱是由哪个高斯模型产生的
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𝑝𝑝 𝐱𝐱 𝜽𝜽 = ∑𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑧𝑧 𝜽𝜽 𝑝𝑝 𝐱𝐱 𝑧𝑧,𝜽𝜽

= ∑𝑘𝑘=1𝐾𝐾 𝑝𝑝(𝑧𝑧 = 𝑘𝑘|𝜽𝜽)𝑝𝑝 𝐱𝐱 𝑧𝑧 = 𝑘𝑘,𝜽𝜽

= ∑𝑘𝑘=1𝐾𝐾 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑝𝑝𝑘𝑘(𝐱𝐱|𝜃𝜃𝑘𝑘)



高斯混合模型

 高斯混合模型参数为𝜽𝜽

 𝜋𝜋𝑘𝑘：第k个类的混合权重

 𝜃𝜃𝑘𝑘：第k个单高斯模型参数（均值、协方差），概率密度函数为𝑝𝑝𝑘𝑘
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高斯混合模型

 一维的例子
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红线：N(5,1) 
绿线：N(9,1)
蓝线：N(14,2)

品红：N(5,1)+N(9,1)+N(14,2)
淡蓝：(1/3)*N(5,1)+ (1/3)*N(9,1)+ (1/3)*N(14,2)

品红：(1/3)*N(5,1)+ N(9,1)+ N(14,2)
淡蓝：(1/7)*N(5,1)+ (3/7)*N(9,1) + (3/7)*N(14,2)



二维高斯混合模型

 直观上，高斯混合模型可以模拟任意分布函数
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高斯混合模型

 高斯混合模型可用于聚类
 响应度（responsibility）𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑝𝑝(𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 𝐱𝐱𝑖𝑖 ,𝜃𝜃 ：第 i 个样本属于第 k 个类的后验概率

 最大后验概率估计 MAP

 等价于使用生成分类器的计算公式
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高斯混合模型

 与生成分类器的差别
 训练阶段是否有类标签

 分类：已知类别信息𝑦𝑦𝑖𝑖
 聚类：没有类别信息，使用隐变量𝑧𝑧𝑖𝑖
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参数估计

 左图：2个一维高斯模型混合，采样200个点
 右图：似然函数表面log 𝑝𝑝 𝒟𝒟 𝜇𝜇1, 𝜇𝜇2
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𝜇𝜇1 = 10
𝜇𝜇2 = −10

𝜇𝜇1 = −10
𝜇𝜇2 = 10



参数估计

 极大似然估计max
𝜽𝜽

log 𝑝𝑝 𝒟𝒟 𝜽𝜽

 最大后验概率估计max
𝜽𝜽

𝑝𝑝 𝜽𝜽 𝒟𝒟

 注意：这两个参数估计的解不唯一
        可能有𝐾𝐾!种不同的解
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log 𝑝𝑝 𝜽𝜽 𝒟𝒟  ∝ log 𝑝𝑝 𝒟𝒟 𝜽𝜽 + log𝑝𝑝(𝜽𝜽)



EM算法

 E步：Q函数
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EM算法

 E步：Q函数
 计算

 M步：最大化Q函数
 类先验

 𝑟𝑟𝑘𝑘：第k个类的加权数据量
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EM算法

 M步：最大化Q函数
 第k个类的高斯模型参数

 均值𝜇𝜇𝑘𝑘：第k个类的数据加权平均
 协方差Σ𝑘𝑘：第k个类的数据的加权散度矩阵
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实例：EM算法

 (a)原始数据
 (b)模型参数赋初值
 (c)第1次迭代以后
 (d)第3次迭代以后
 (e)第5次迭代以后
 (f)第16次迭代以后
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特例： K-means算法

 K-means算法是高斯混合模型的EM算法变种
 假设

 协方差矩阵Σ𝑘𝑘 = 𝜎𝜎2𝐼𝐼𝐷𝐷已知
 类先验𝜋𝜋𝑘𝑘 = 1/𝐾𝐾已知
 均值𝜇𝜇𝑘𝑘未知

 EM算法
 E步：delta-函数近似
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特例： K-means算法

 E步：计算𝑧𝑧𝑖𝑖∗
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max
𝑘𝑘

𝑝𝑝 𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 𝐱𝐱𝑖𝑖 ,𝜽𝜽

= max
𝑘𝑘

𝑝𝑝 𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 𝜽𝜽 𝑝𝑝(𝐱𝐱𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑖𝑖=𝑘𝑘,𝜽𝜽)
∑𝑘𝑘′=1
𝐾𝐾 𝑝𝑝 𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝑘𝑘′ 𝜽𝜽 𝑝𝑝(𝐱𝐱𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑖𝑖=𝑘𝑘′,𝜽𝜽)

= max
𝑘𝑘

𝑝𝑝 𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝑘𝑘 𝜽𝜽 𝑝𝑝(𝐱𝐱𝑖𝑖|𝑧𝑧𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,𝜽𝜽)

= max
𝑘𝑘

1
𝐾𝐾

1
(2𝜋𝜋)𝐷𝐷/2|Σ|1/2 exp −1

2
𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑘𝑘 𝑇𝑇𝜮𝜮−1(𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑘𝑘)

= min
𝑘𝑘

𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑘𝑘 𝑇𝑇 (𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑘𝑘)



特例： K-means算法

 E步：计算𝑧𝑧𝑖𝑖∗

 M步：计算均值𝜇𝜇𝑘𝑘
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𝑧𝑧𝑖𝑖∗ = argmin
𝑘𝑘

𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑘𝑘 𝑇𝑇 𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑘𝑘

= argmin
𝑘𝑘

𝐱𝐱𝑖𝑖 − 𝜇𝜇𝑘𝑘 2
2



特例：K-means算法

 算法伪代码
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特例：K-means算法

 高斯混合模型相比于K-means算法的优点：
 计算一个样本属于某类的概率值；
 不仅仅可以用于聚类，还可以用于概率密度估计；
 可以用于生成新的样本点
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极大似然估计：过拟合现象

 实例
 K=2
 协方差矩阵Σ𝑘𝑘 = 𝜎𝜎𝑘𝑘2 𝐼𝐼𝐷𝐷
 EM算法初始化：𝜇𝜇2 = 𝐱𝐱1

 当𝜎𝜎2 → 0时，𝒩𝒩(𝐱𝐱1|𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 𝐼𝐼𝐷𝐷) → ∞
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𝒩𝒩 𝐱𝐱1 𝜇𝜇2,𝜎𝜎22 𝐼𝐼𝐷𝐷 = 1

(2𝜋𝜋)𝐷𝐷/2 𝜎𝜎22 𝐼𝐼𝐷𝐷
1/2 exp −1

2
𝐱𝐱1 − 𝜇𝜇2 𝑇𝑇(𝜎𝜎22 𝐼𝐼𝐷𝐷)−1(𝐱𝐱1 − 𝜇𝜇2)

= 1
(2𝜋𝜋𝜎𝜎22 )𝐷𝐷/2



最大后验概率估计

 后验概率

 EM算法
 E步：

 计算
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log 𝑝𝑝 𝜽𝜽 𝒟𝒟  ∝ log 𝑝𝑝 𝒟𝒟 𝜽𝜽 + log𝑝𝑝(𝜽𝜽)



最大后验概率估计

 M步：
 类先验

 第k个高斯模型的先验
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最大后验概率估计

 超参数
 类先验

 第k个高斯模型的先验
 𝜅𝜅0 = 0

 𝜈𝜈0 = 𝐷𝐷 + 2
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𝛼𝛼𝑘𝑘 = 1,𝑘𝑘 = 1, … ,𝐾𝐾



MLE  vs.  MAP

 比较极大似然估计和最大后验概率估计实验失败的次数
 使用合成数据
 N=100
 5次重复实验
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目录

 生成分类器
 单高斯模型
 高斯混合模型
 隐马尔可夫模型
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实例：扔骰子游戏

 假设：有3个骰子 D6、D4、D8
 一开始，随机任选一个骰子；之后每次的骰子类型，依赖于上一次选的骰子
 掷骰子，得到1~8中的一个数字

 重复N（N=10）次，得到一组数字1 6 3 5 2 7 3 5 2 4
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实例：扔骰子游戏

 可见状态链 𝑥𝑥：投掷结果序列
 隐含状态链 𝑧𝑧：选用骰子的序列
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实例：扔骰子游戏

 可用两种概率关系描述
 隐含状态之间：状态转移概率

 隐含与可见状态之间：观测概率
 E.g., 一次投掷，获得1的概率

 E.g., 两次投掷，获得1、6的概率
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𝑝𝑝 𝐱𝐱 = 1 = �
𝑧𝑧
𝑝𝑝(𝑧𝑧)𝑝𝑝(𝐱𝐱|𝑧𝑧) =

1
3 ×

1
6 +

1
3 ×

1
4 +

1
3 ×

1
8

𝑝𝑝 𝐱𝐱 = 1 6 = 𝑝𝑝 𝐱𝐱1 = 1, 𝐱𝐱2 = 6
= ∑𝑧𝑧1 ∑𝑧𝑧1 𝑝𝑝 𝑧𝑧1 𝑝𝑝 𝐱𝐱1 = 1 𝑧𝑧1 𝑝𝑝(𝑧𝑧2|𝑧𝑧1)𝑝𝑝 𝐱𝐱2 = 6 𝑧𝑧2

隐状态的切换



隐马尔可夫模型

 隐马尔可夫模型 (Hidden Markov Model, HMM)
 关于时序的概率模型
 描述由一个隐藏的马尔可夫链随机生成不可观测的状态随机序列，再由各个

状态生成一个观测，从而产生观测随机序列的过程
 序列的每个位置可看作一个时刻
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隐马尔可夫模型

 HMM的概率图模型表示
 隐变量 𝑧𝑧，观测变量 𝑥𝑥
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隐马尔可夫模型

 HMM模型参数：𝜃𝜃 = (𝜋𝜋,𝐴𝐴,𝐵𝐵)
 隐含状态的初始概率分布𝜋𝜋
 隐含状态的状态转移概率矩阵A

 观测概率矩阵B

 依赖关系
 初始状态概率向量𝜋𝜋和状态转移概率矩阵A决定状态序列z
 观测概率矩阵B决定观测序列x
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隐马尔可夫模型

 齐次马尔可夫性假设
 隐马尔可夫链 𝑡𝑡 时刻的状态只和 𝑡𝑡 − 1 时刻的状态有关
 与其他时刻的状态及观测无关，也与时刻 𝑡𝑡 无关
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𝑝𝑝 𝑧𝑧1:𝑇𝑇 = 𝑝𝑝 𝑧𝑧1 𝑝𝑝 𝑧𝑧2 𝑧𝑧1 𝑝𝑝 𝑧𝑧3 𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2 … …𝑝𝑝(𝑧𝑧𝑇𝑇|𝑧𝑧1, … , 𝑧𝑧𝑇𝑇−2 , 𝑧𝑧𝑇𝑇−1)

= 𝑝𝑝 𝑧𝑧1 𝑝𝑝 𝑧𝑧2 𝑧𝑧1 𝑝𝑝 𝑧𝑧3 𝑧𝑧2 … … 𝑝𝑝(𝑧𝑧𝑇𝑇| 𝑧𝑧𝑇𝑇−1)



隐马尔可夫模型

 观测独立性假设
 观测变量只和当前时刻的状态有关，与其他时刻的观测和状态均无关
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𝑝𝑝 x1:𝑇𝑇 𝑧𝑧1:𝑇𝑇 = 𝑝𝑝 𝑥𝑥1 𝑧𝑧1 𝑝𝑝 𝑥𝑥2 𝑧𝑧2 …𝑝𝑝 𝑥𝑥𝑇𝑇 𝑧𝑧𝑇𝑇



隐马尔可夫模型

 隐含状态链和观测序列的联合分布

 离散状态空间
 离散或连续的观测变量

 离散观测变量：发射概率矩阵

 连续观测变量：高斯分布
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隐马尔可夫模型

 例子：
 从3个隐含状态采样的20个观测数据
 对应的隐含状态序列
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隐马尔可夫模型的应用

 在时间序列中建立观测与隐藏语义间的映射关系
 语音识别

 𝑥𝑥：从语音信号中提取的声学特征
 𝑧𝑧：发出的音素或单词

 行为识别
 𝑥𝑥：从视频帧中提取的姿态或运动特征
 𝑧𝑧：人的行为（如跑、走、坐等）
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模型推断

 概率计算问题
 给定模型参数 𝜃𝜃 和观测序列 x1:𝑇𝑇，计算生成该观测序列的概率 𝑝𝑝(x1:𝑇𝑇|𝜃𝜃)

 前向算法：𝑝𝑝(𝑧𝑧𝑡𝑡|x1:𝑡𝑡) —— Filtering（在线学习）
 后向算法：𝑝𝑝(𝑧𝑧𝑡𝑡|x1:𝑇𝑇) —— Smoothing（离线学习）

 学习问题
 给定观测序列 x1:𝑇𝑇，学习使生成该序列的概率最大的模型参数 𝜃𝜃 

max𝑝𝑝(x1:𝑇𝑇|𝜃𝜃)
 预测问题（解码问题）

 给定模型参数 𝜃𝜃 和观测序列 x1:𝑇𝑇，求最有可能的隐含状态序列 
max𝑝𝑝(z1:𝑇𝑇|x1:𝑇𝑇 ,𝜃𝜃)
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概率计算问题

 前向算法
 预测：一步前预测密度 (one-step-ahead predictive density)

 更新：𝑡𝑡 时刻的信念状态 (belief state)
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概率计算问题

 前向算法
 更新：𝑡𝑡 时刻的信念状态
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概率计算问题

 前向算法的图形化解释
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概率计算问题

 前向算法：观测序列概率
 计算𝑝𝑝(𝐱𝐱1:𝑇𝑇|𝜃𝜃)
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𝑍𝑍𝑡𝑡 = ∑𝑗𝑗 𝛼𝛼𝑡𝑡 𝑗𝑗

𝛼𝛼𝑡𝑡 𝑗𝑗



概率计算问题

 后向算法
 基本思想
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过去：信念状态
（已知）

未来：后向变量
（后向算法的计算目标）



概率计算问题

 后向算法
 定义

 后向变量

 平滑后的后验分布

 直观上
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概率计算问题

 后向算法
 计算后向变量
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概率计算问题

 后向算法的图形化解释
 从 𝑡𝑡 + 1 逆推

 最后时刻 𝑇𝑇，初始化
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概率计算问题

 后向算法：观测序列概率
 计算𝑝𝑝(𝐱𝐱1:𝑇𝑇|𝜃𝜃)
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𝑝𝑝 x1:𝑇𝑇 𝜃𝜃 = ∑𝑗𝑗 𝑝𝑝(𝑧𝑧1 = 𝑗𝑗|𝜃𝜃)𝑝𝑝 x1:𝑇𝑇 𝑧𝑧1 = 𝑗𝑗,𝜃𝜃

= ∑𝑗𝑗 𝑝𝑝(𝑧𝑧1 = 𝑗𝑗|𝜃𝜃)𝑝𝑝 x1 𝑧𝑧1 = 𝑗𝑗,𝜃𝜃 𝑝𝑝 x2:𝑇𝑇 x1, 𝑧𝑧1 = 𝑗𝑗,𝜃𝜃

= ∑𝑗𝑗 𝑝𝑝 𝑧𝑧1 = 𝑗𝑗 𝜃𝜃 𝑝𝑝 x1 𝑧𝑧1 = 𝑗𝑗,𝜃𝜃 𝛽𝛽1(𝑗𝑗)
初始状态 × 当前观测 × 未来证据



学习问题

 估计模型参数 𝜃𝜃 = (𝝅𝝅,𝐴𝐴,𝐵𝐵)
 隐含状态的初始概率分布 𝝅𝝅
 状态转移概率矩阵 𝐴𝐴 = Ψ

 观测概率矩阵 𝐵𝐵
 离散观测：概率表
 连续观测：类条件概率密度函数

 目标：arg max
𝜃𝜃

𝑝𝑝 𝑥𝑥1:𝑇𝑇 𝜃𝜃
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𝑝𝑝(𝑥𝑥𝑡𝑡|𝑧𝑧𝑡𝑡 = 𝑗𝑗,𝜃𝜃)



学习问题

 如果 𝑧𝑧 可观测
 监督学习方法
 极大似然估计

 如果 𝑧𝑧 不可观测
 非监督学习方法
 Baum-Welch 算法
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极大似然估计

 估计 𝝅𝝅,𝐴𝐴
 给定观测数据集

 生成1个长度为 𝑇𝑇 的状态序列数据 𝑧𝑧1:𝑇𝑇 的似然函数
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极大似然估计

 估计 𝝅𝝅,𝐴𝐴
 生成N个状态序列数据的对数似然函数

 记N个状态序列数据的集合为 𝒟𝒟𝑧𝑧

 模型参数 𝜃𝜃 生成状态序列集 𝒟𝒟𝑧𝑧 的对数似然函数为所有样本似然的和
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极大似然估计

 估计 𝝅𝝅,𝐴𝐴
 定义初始状态计数 𝑁𝑁𝑗𝑗1、状态转移计数 𝑁𝑁𝑗𝑗𝑘𝑘

 参数估计
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极大似然估计

 估计 𝐵𝐵
 如果观测变量 𝑥𝑥 是离散的

 假设观测变量 𝑥𝑥 服从多项分布

 参数估计

 𝑁𝑁𝑘𝑘𝑘𝑘𝑋𝑋表示在整个数据集D中，状态k生成观测变量l的出现次数
 𝑁𝑁𝑘𝑘表示在整个数据集D中，状态k出现的次数
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极大似然估计

 估计 𝐵𝐵
 如果观测变量 𝑥𝑥 是连续的

 假设观测变量 𝑥𝑥 服从高斯分布

 参数估计

 �𝜇𝜇𝑘𝑘表示在整个数据集D中，由状态k生成的观测变量𝑥𝑥𝑡𝑡的平均值
 �Σ𝑘𝑘表示在整个数据集D中，由状态k生成的观测变量𝑥𝑥𝑡𝑡的经验协方差矩阵
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Baum-Welch算法

 多数实际情况：
 隐状态 𝑧𝑧 不可观测，MLE难以直接求解

 EM算法
 E步
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𝑄𝑄 𝜃𝜃,𝜃𝜃𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 = �
𝑧𝑧1:𝑇𝑇

𝑝𝑝 𝑧𝑧1:𝑇𝑇 𝑥𝑥1:𝑇𝑇 ,𝜃𝜃𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 log𝑝𝑝 𝑧𝑧1:𝑇𝑇 , 𝑥𝑥1:𝑇𝑇 𝜃𝜃)

初始分布 状态转移

观测概率



Baum-Welch算法

 E步
 期望计数可以通过前向-后向算法求解
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Baum-Welch算法

 M步
 对Q函数分别关于 𝝅𝝅,𝐴𝐴 求偏导

 假设观测变量 𝑥𝑥 离散，服从多项分布
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Baum-Welch算法

 M步
 假设观测变量 𝑥𝑥 连续，服从高斯分布
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预测问题

 给定模型参数和观测数据，找到最有可能的状态序列

 等价于最大路径问题
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预测问题

 Viterbi算法
 用动态规划解概率最大路径，一个路径对应一个状态序列
 最优路径：如果最优路径在时刻t通过结点𝑧𝑧𝑡𝑡∗，那么这一路径从结点𝑧𝑧𝑡𝑡∗

到终点𝑧𝑧𝑇𝑇∗的部分路径，对于从𝑧𝑧𝑡𝑡∗到𝑧𝑧𝑇𝑇∗的所有可能的部分路径而言，必
须是最优的

 为了找出最优路径的各个结点，从终结点开始，由后向前逐步求得结
点𝑧𝑧𝑇𝑇∗ , 𝑧𝑧𝑇𝑇−1∗ , … , 𝑧𝑧1∗，得到最优路径
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预测问题

 定义
 𝛿𝛿𝑡𝑡(𝑗𝑗)：在时刻t隐藏状态为j的所有可能的状态转移路径𝑧𝑧1, … , 𝑧𝑧𝑡𝑡中的概

率最大值

 在保证时刻t隐藏状态为j的前提下，t-1时刻的最优状态
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预测问题

 初始化

 计算t时刻最优隐含状态
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Thanks!

Questions?
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